UM ÍNDICE DE CAPACIDADE PARA ESPECIFICAÇÕES UNILATERAIS

Gladys  D. Cacsire Barriga,

                                                            Depto. Eng Produção – EPUSP             e-mail: gladys@ime.usp.br,  

Wagner Borges

                                                             Depto. Estatística – IMEUSP               e-mail: wborges@ime.usp.br  
Linda Lee Ho 

                                                         Depto. Eng Produção – EPUSP             e-mail: linda@ime.usp.br 
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ÁREA TEMÁTICA: Gestâo da Qualidade

1. INTRODUÇÃO

A maior parte das indústrias tem optado pôr utilizar índices de  capacidade para quantificar a fração não conforme de  processos. Neste sentido, processam informações de forma que seja possível avaliar se um processo é capaz de gerar produtos que atendam à  especificações provenientes de  clientes internos e externos. Nos últimos anos,  o uso de índices de

acidade  nas industrias de manufatura tem-se intensificado. Além disso, este procedimento tem  recebido uma atenção substancial na literatura estatística voltada para o   controle  de qualidade. Veja pôr exemplo, os trabalhos de:   Sullivan (1984), Kane (1986), Hsiang  e Taguchi (1986), Chan, Cheng e Spiring (1988), Marcucci e Beazley (1899), Bissel (1990), Boyles (1991), Spiring (1991), Johnson (1992), Kotz; Pearn e Johnson (1993), Pearn; Kotz e Johnson (1992), Pearn e Kotz  (1994) e muitos outros autores. Os índices mais freqüentemente usados são Cp e Cpk, definidos por:
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onde  U é o limite de especificação superior , L é o limite de especificação inferior,  µ  é  a média do processo e sigma é o desvio padrão do processo.

Dada uma amostra aleatória X1,...,Xn do processo, os  estimadores

naturais  dos dois índices  são respectivamente
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As propriedades amostrais de 
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  sob normalidade foram estudadas por  Kane (1986), Chou e Owen (1989) e por Zhang et all. (1990). Cheng e Spiring (1989) derivaram a distribuição a posteriori de Cp, no entanto não se tem informação de um estudo similar  para Cpk. Bernardo e Irony (1996) propuseram um  índice geral de capacidade multivariado bayesiano.  Borges e Ho (1998) apresentaram  um índice de capacidade baseado na fração não conforme do processo calibrado em Cp. 

A definição de Cpk pode ainda ser utilizada para processos que tenham somente  um limite de 
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Assim, se existe apenas  o limite inferior de especificação tem-se
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Similarmente, se  existe apenas o limite superior de especificação tem-se
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Neste trabalho propomos um índice de capacidade Cpku, baseado na fração não conforme do processo, calibrado pelo índice Cpk  para processos normais, para processos que tenhan apenas um limite superior de especificação (os resultados podem ser facilmente adaptados para a situação em que apenas o limite inferior de especificação existe.) Esta proposta baseia-se na abordagem utilizada  por Borges e Ho(1998). Pocedimentos de inferência  Bayesiana são desenvolvidos  para o  índice  proposto com base na  amostragem binomial.

2.  O ÍNDICE  Cpku  

Seja X uma característica da qualidade com distribuição normal com média µ e variância 
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, e limite  superior de especificação U. A  fração não conforme do processo, denotada  por  
[image: image11.wmf]g

U

,  é  definida como


[image: image12.wmf](

)

(2)

         

          

          

          

,

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

F

-

=

£

-

=

s

m

g

U

U

X

P

U


Consequentemente,  temos:
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Esta igualdade  sugere que um  índice de capacidade pode ser definido com

base na fração não conforme do processo como
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onde 
[image: image15.wmf]F

(.)  é a função de distribuição da distribuição normal padrão. 

3. INFERÊNCIA DE  Cpku COM AMOSTRAS BINOMIAIS

Seja X1,...,Xn uma amostra aleatória do processo e considere as

variaveis aleatorias de Bernoulli definidas por
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com probabilidade de sucesso    
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As proposições (3.1) e (3.2)  abaixo tem importância fundamental na inferência Bayesiana para Cpku. 

Proposição 3.1    Se  
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  tem distribuição a priori  Beta (a,b), então a distribuição a priori induzida para Cpku é dada por  
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a qual é absolutamente contínua com função de densidade 
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onde BI(x,y,z) denota  P(
[image: image21.wmf]x
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), U ~  Beta(y,z). 

Prova: Como 
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  tem distribuição  Beta(a,b)
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Proposição 3.2. A distribuição a posteriori de Cpku dado Y1=y1,...,Yn=yn tem a seguinte função de densidade
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em que 
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Prova: A função de verossimilhança da amostra  y1,...,yn é dada por 
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em que 
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Considerando (7),  a densidade a priori dada na proposição 3.1 e o teorema de Bayes pode-se mostrar que a função densidade a posteriori de 
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  é dada por
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em que  
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Da proposição 3.2 resulta o seguinte corolário.

Corolário 3.1  O  estimador de Bayes  de Cpku com perda quadrática é dada por
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em que  U ~  Beta(n+b-s, a+s)

Prova: O estimador de Bayes com perda quadrática define-se como
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 é a distribuição a posteriori de Cpku da proposição 3.2. Fazendo a mudança de variáveis 
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Por integração de Monte Carlo aproximamos E[
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em que  U1,...,Um  é uma amostra aleatória suficientemente grande 

3.1 Exemplo Numérico

Num  processo de usinagem, uma parada de máquina é geralmente um evento crítico do ponto de vista da produtividade.  O processo é considerado adequado se o número de paradas de máquina em cada mês for no máximo quatro.  Para monitorar esta característica da qualidade (paradas de máquina) uma carta –C vem sendo utilizada e os dados coletados em 36 meses em condição de controle foram:

{2,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,2,0,1,1,1,1,0,2,3,3,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,2,3,3}

Utilizando uma priori Beta(1,1) e observando que  
[image: image40.wmf]å

=

=

=

n

i

i

y

s

1

0

  neste caso, obtemos 
[image: image41.wmf]76

,

0

ˆ

=

c

pku

  ( 1/3 da média aritmética de 100  observações simuladas de 
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Ë possível  ainda estudar a variabilidade dessa estimativa através de simulação. Em 50 amostras de 100 observações simuladas de U com distribuição Beta(61,1) obtivemos:
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  Medio :  0,77568
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Desvio Padrão de   
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   Mínimo: 0,73758
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         Máximo: 0,81209.

Observe que se o número de paradas de máquina em condição estavél em um mês tem  distribuição de Poisson com média  igual a 1, teríamos:
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 Para melhorarmos a estimativa podemos observar e incorporar novos dados, recalibrando nossa priori que é agora Beta(61,1). Veja o que ocorre com a incorporação  de 12 observações de paradas de máquina simuladas de uma distribuição de Poisson com média igual a 1, especificamente, {0,0,0,1,1,1,1,2,2,0,0,1}.  Assim, tomando como base 100 observações geradas de uma distribuição Beta(73,1), teremos 
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, um valor bem mais próximo de 0,89. Esse procedimento de  recalibração de incerteza pode ser repetido à  medida que novos dados estejam disponíveis permitindo que melhore a precisão daestimativa de  
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3.2 Intervalo de Confiança Bayesiano para Cpku

Nesta seção consideremos o problema de achar t1 e t2,  (t1< t2) tal que 
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onde gamma é conhecido. Isto é equivalente a
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 simétrico para Cpku. 

Proposição 3.3  O intervalo de confiança bayesiano   (t1,t2) para Ccpku com coeficiente de confiança 
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F ~ (Fisher-Snedecor)[2(n+b-s), 2(a+s)].

Prova:
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De (11) e (12) tais que
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em que  U ~ Beta(n+b-s,a+s). Para resolver as equações de acima em t1 e t2, usamos a  relação entre as distribuições Beta e F de Fisher-Snedecor.  Se  W ~ Beta(p,q) e F ~ F(2p,2q) então 
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Como U ~Beta(n+b-s,a+s) segue-se de (13) que
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em que   F ~ (Fisher-Snedecor)(2(n+b-s), 2(a+s)). Consequentemente, temos
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em que  f1 é tal que p(F<f1). Resolvendo (14) em t1, obtem-se
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Similarmente, temos 
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sendo f2 tal que P(F>f2)=gamma2 Resolvendo essa ultima equação em t2 obtem-se
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4. CONCLUSÕES 

A Possibilidade de trabalharmos com índices de capacidade baseados na fração não- conforme do processo e que coincidem com os índices tradicionais quando aplicados a processos normais, resolve um problema sério da aplicação desses últimos na análise de capacidade: a sua dependência da forma da distribuição da característica de qualidade X.

Para processo de alta capacidade, entretanto a estimação desses indices com base no histórico de não-conformidades do processo esbarra no problema da necessidade de estimarmos com base em amostras em que não há não-conformidades. A inferência Bayesiana nesta situação, nos permite tirar conclusões racionais através de procedimentos bastante simples, isto é, envolvendo apenas um mecanismo para simular observações de uma distribuição Beta. Além disso por ser esta distribuição conjugada para a amostragem binomial, essas estimativas podem ser recalibradas periodicamente à medida em que novos dados se tornem disponíveis.
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